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Résumé. Les plans de sondage à deux degrés sont communément utilisés pour des en-
quêtes sur les ménages et sur la santé. Un estimateur de base pour des totaux dans les po-
pulations est l’estimateur Horvitz-Thompson, accompagné de ses estimateurs de variance
usuels. La convergence et la distribution asymptotique des estimateurs sont complexes
à étudier dans les plans à deux degrés. Dans cette présentation, les propriétés asympto-
tiques de l’estimateur du total Horvitz-Thompson et de ses estimateurs de variance sont
étudiées. Sous des hypothèses raisonnables, la convergence des estimateurs est prouvée.
Dans le cas du plan de sondage réjectif au premier degré, la convergence d’un estimateur
de variance simplifié du type Hájek est vérifiée et il est montré que l’estimateur du total
a une distribution asymptotiquement normale. Les résultats d’une étude par simulations
évaluant les propriétés asymptotiques seront présentés.

Mots-clés. Échantillonnage réjectif, estimateur de variance simplifié, estimateurs
d’Horvitz-Thompson, normalité asymptotique, plans à grande entropie.

Abstract. Two-stage sampling designs are commonly used for household and health
surveys. A basic estimator for population totals is the Horvitz-Thompson estimator, along
with its usual variance estimators. The consistency and the asymptotic distribution of the
estimators are complicated to study in two-stage designs. In this presentation, the asymp-
totic properties of the Horvitz-Thompson total estimator and its variance estimators are
studied. Under reasonable assumptions, the consistency of the estimators is proven. In
the case of rejective sampling at the first stage, the consistency of a simplified Hájek-type
variance estimator is verified and the total estimator is shown to be asymptotically nor-
mally distributed. The results of a simulation study evaluating the asymptotic properties
will be presented.

Keywords. Asymptotic normality, high entropy designs, Horvitz-Thompson estima-
tors, rejective sampling, simplified variance estimator.

1 Introduction
Dans les sondages de grande envergure, comme les enquêtes sur les ménages ou sur la

santé, la population est souvent répartie sur un grand territoire et la base de sondage est
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rarement fournie. Les plans de sondage à deux degrés sont commodes dans ce genre de
situation. En effet, le premier degré ne nécessite qu’une base de sondage composée d’unités
groupées qui est généralement plus facile à créer. Le premier degré du plan de sondage,
consiste à sélectionner un groupe d’unités primaires d’échantillonnage (ou unités de la
population groupées). Au deuxième degré, des unités secondaires d’échantillonnage (ou
unités de la population) sont choisies dans l’échantillon d’unités primaires. L’estimateur du
total d’Horvitz-Thompson peut être utilisé avec un estimateur de sa variance habituel. Par
contre, sa variance est normalement plus grande que celle obtenue avec plan de sondage
où les unités primaires ont été échantillonnées directement. L’échantillonnage à plusieurs
degrés est détaillé dans, par exemple, Cochran (1977), Särndal et coll. (1992) et Fuller
(2011).

Certaines propriétés des estimateurs sont nécessaires dans les sondages : la convergence
de l’estimateur et de son estimateur de variance et la validité d’un théorème central limite
pour l’estimateur. Ces résultats ont été étudiés pour les plans de sondage à un degré. Há-
jek (1964) a prouvé la normalité asymptotique de l’estimateur d’Horvitz-Thompson dans
un plan réjectif. Berger (1998a) et Berger (1998b) ont étudié la normalité asymptotique et
la convergence d’estimateurs de variance dans les plans à grande entropie. Breidt et Op-
somer (2000) ont étudié ces propriétés pour les estimateurs par la régression polynomiale
locale sous des hypothèses qui sont difficilement extrapolées aux plans à deux degrés. Ré-
cemment, Boistard et coll. (2017) et Bertail et coll. (2017) ont établi un théorème central
limite fonctionnel pour des processus empiriques d’Horvitz-Thompson. Dans les plans de
sondage à deux degrés, les propriétés asymptotiques des estimateurs ne sont pas aussi
clairement établies. Krewski et Rao (1981) ont étudié le cas où les unités primaires sont
sélectionnées avec remise et Ohlsson (1989) a établi un théorème central limite général
pour les plans à deux degrés. Récemment, Chauvet (2015) a considéré des méthodes de
couplage pour obtenir un théorème central limite pour l’estimateur d’Horvitz-Thompson
et la convergence d’un estimateur de variance par bootstrap lorsque le plan au premier
degré est un plan simple stratifié.

Dans ce travail, les propriétés asymptotiques d’estimateurs du total et de la variance
sont étudiées dans le cadre général des plans de sondage à deux degrés. La convergence
de l’estimateur d’Horvitz-Thompson est montrée pour les plans à deux degrés. La conver-
gence de l’estimateur de la variance d’Horvitz-Thompson et d’un estimateur de variance
simplifié est aussi montrée pour le même contexte général. Lorsqu’un plan réjectif est uti-
lisé au premier degré, il est montré que l’estimateur de variance simplifié de type Hájek est
convergent et que l’estimateur d’Horvitz-Thompson est asymptotiquement normalement
distribué. Ces propriétés asymptotiques sont satisfaites en émettant plusieurs hypothèses
qui sont raisonnables en pratique. Les propriétés des estimateurs de variance du type
Hájek sont évaluées dans une étude par simulations.
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2 Estimateurs et résultats principaux
Soit une population finie U de N Unités Secondaires d’Échantillonnage (USEs) qui est

partitionnée en une population UI de NI Unités Primaires d’Échantillonnage (UPEs). Un
échantillon à deux degrés est sélectionné dans U pour estimer le total de la population de
la variable y,

Y =
∑
k∈U

yk =
∑
ui∈UI

Yi,

où Yi =
∑

k∈ui yi est le total de la variable y dans l’UPE ui. Au premier degré du plan de
sondage, un échantillon SI de nI UPEs est sélectionné dans UI . La probabilité d’inclusion
de l’UPE ui est notée πIi et la probabilité jointe d’inclusion des UPEs ui et uj dans SI
est πIij. Au deuxième degré du plan de sondage, un échantillon Si de ni USEs est choisi
dans chaque UPE ui ∈ SI . La probabilité d’inclusion de l’USE k conditionnellement à la
sélection de son UPE ui est notée πk|i et la probabilité conditionnelle jointe dans Si des
USEs k et ` est πk`|i. Le plan de sondage est dit invariant et indépendant (Särndal et coll.,
1992) : la sélection de l’échantillon au deuxième degré est indépendant de SI et les USEs
sont sélectionnées indépendamment d’une UPE à l’autre.

L’estimateur d’Horvitz-Thompson de Y est

Ŷπ =
∑
ui∈SI

Ŷi
πIi

avec Ŷi =
∑
k∈Si

yk
πk|i

.

La variance de Ŷπ est

V(Ŷπ) =
∑

ui,uj∈UI

∆ij
Yi
πIi

Yj
πIj

+
∑
ui∈UI

(
1− πIi
πIi

)
Vi +

∑
ui∈UI

Vi

= V1(Ŷπ) + V2(Ŷπ) + V3(Ŷπ), (1)

où

Vi = V(Ŷi) =
∑
k,`∈ui

∆k`|i
yk
πk|i

y`
π`|i

,

∆ij = πIij−πIiπIj et ∆k`|i = πk`|i−πk|iπ`|i. L’estimateur de variance d’Horvitz-Thompson
est

V̂HT (Ŷπ) =
∑

ui,uj∈SI

∆ij

πIij

Ŷi
πIi

Ŷj
πIj

+
∑
ui∈SI

V̂HT,i
πIi

= V̂HT,A(Ŷπ) + V̂HT,B(Ŷπ), (2)
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où

V̂HT,i =
∑
k,`∈Si

∆k`|i

πk`|i

yk
πk|i

y`
π`|i

.

Dans le cadre asymptotique habituel en sondage, la population U appartient à une sé-
quence de populations finies imbriquées {Ut} de tailles croissantesNt. Dans notre contexte,
il est supposé que le nombre d’UPEs NI → ∞ et que le nombre d’UPEs échantillonnées
nI → ∞ lorsque t → ∞. Pour vérifier les propriétés asymptotiques des estimateurs pré-
sentés dans ce travail, plusieurs hypothèses sont formulées. Brièvement, des restrictions
sur les bornes des probabilités d’inclusion d’ordre un, deux et quatre, sur la variabilité de
Ni et ni, sur l’ordre de grandeur de nI et sur des bornes pour le moment d’ordre quatre et
la moyenne de la variable y sont émises. La majorité des hypothèses sont satisfaites avec
plusieurs plans de sondage ou contrôlées par les enquêteurs.

Dans ce travail, la convergence de l’estimateur du total d’Horvitz-Thompson Ŷπ est
démontrée. Il est prouvé que le premier terme de l’estimateur de la variance d’Horvitz-
Thompson dans l’équation (2), V̂HT,A(Ŷπ), est un estimateur convergent vers V1(Ŷπ) +

V2(Ŷπ) de l’équation (1). Il est démontré que le terme V̂HT,B(Ŷπ) dans (2) est un estimateur
convergent vers V3(Ŷπ) dans l’équation (1). Pour éviter le calcul de la variance V̂HT,i dans
toutes les UPEs échantillonnées, il est montré que le terme V̂HT,A(Ŷπ) est un estimateur
convergent vers la variance V(Ŷπ) si

V3(Ŷπ)

V1(Ŷπ) + V2(Ŷπ)
→ 0.

Cette condition est notamment respectée si le taux de sondage au premier degré est
négligeable.

Pour les plans de sondage réjectifs, Hájek (1964) a construit une approximation asymp-
totique des probabilités d’inclusion d’ordre deux. Il a proposé un estimateur de variance
simple qui ne requière pas les probabilités d’inclusion d’ordre deux et qui s’exprime en
une seule somme. Quand un plan réjectif est utilisé au premier degré du plan de sondage,
nous utilisons un estimateur de variance du type Hájek pour remplacer V̂HT,A(Ŷπ) et nous
prouvons qu’il est convergent. Nous montrons aussi que l’estimateur du total d’Horvitz-
Thompson est asymptotiquement normalement distribué. Dans une étude par simulations,
nous évaluons les propriétés asymptotiques de cet estimateur de variance du type Hájek.
Le biais relatif Monte Carlo pour V1(Ŷπ) + V2(Ŷπ) et pour V(Ŷπ) et les intervalles de
confiance Monte Carlo associés sont calculés.
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