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Résumé. L'estimation du total de la population est parmi les problématiques ayant
suscitée beaucoup d'intérêt en théorie des sondages. En e�et, le fait de bien estimer un
total conduit à l'amélioration de l'estimation de tout paramètre de la population qui peut
s'écrire comme une fonction de totaux. Plusieurs estimateurs ont été proposés pour esti-
mer un total dont l'estimateur d'Horvitz-Thompson (1952) et celui par calage (Deville,
1992) sont parmi les plus utilisés en pratique. Cependant, chacun de ces deux estimateurs
possède des avantages et des inconvénients. Nous proposons un nouvel estimateur com-
posite des estimateurs HT et par calage dont l'élaboration est faite de telle sorte à tenir
compte des situations les plus favorables à l'utilisation de chacun de ces deux estimateurs.

Mots-clés. Calage, estimateur HT, modèle de superpopulation, Information auxi-
liaire, aproche modèle.

1 Introduction

Pour estimer le total d'une population, plusieurs estimateurs ont été proposés. Le choix
entre ces estimateurs dépend principalement de la disponibilité des variables auxiliaires,
le type de ces variables et le degré de leur lien avec la variable d'intérêt. Parmi ces esti-
mateurs, on fait souvent recours aux estimateurs HT et par calage. En e�et, l'estimateur
HT est utilisé quand on ne dispose pas d'information auxiliaire et il a l'avantage d'être le
seul estimateur sans biais sous le plan de sondage. En présence d'information auxiliaire,
l'estimateur par calage est le plus utilisé en pratique pour en tenir compte dans le but
d'améliorer la précision des estimations produites. Cependant, cet estimateur peut ne pas
convenir à toutes les variables d'intérêt de l'enquête, en particulier celles qui ne sont pas
liées aux variables auxiliaires utilisées dans le calage et il peut donc aboutir à des esti-
mations du total moins précises que celles obtenues avec l'estimateur HT. En considérant
l'approche basée sur le plan et le modèle, nous proposons dans ce travail un estimateur
composite des estimateurs HT et par calage de telle sorte à tirer pro�t des situations
favorables à l'utilisation de chacun des deux estimateurs.

Pour l'élaboration de cet estimateur composite du total de la population, on sait placer
dans le cas où on dispose d'un ensemble de variables auxiliaires tout en supposant que
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le lien entre ces dernières et la variable d'intérêt peut être représenté par un modèle
de superpopulation telle que un modèle de régression linéaire. Ainsi, pour l'estimateur
composite proposé, la détermination du coe�cient permettant de combiner les estimateurs
HT et par calage est basée sur les EQM condionnellement au plan et au modèle de ces
deux estimateurs.

2 Notations et dé�nitions

Soit U = {1, . . . , N} une population de taille N à partir de laquelle on sélectionne un
échantillon s de taille n selon un plan de sondage p(·) dont les probabilités d'inclusion
d'ordre un et deux sont données respectivement par πk et πkl. On s'intéresse à une variable
d'intérêt y = (y1 , . . . , yN )

′
en ayant comme objectif l'estimation de son total :

ty =
∑
k∈U

yk

On dispose de p variables auxilaires X1, . . . , Xp dont les valeurs peuvent être représentées

pour tout k ∈ U par les vecteurs xk =
(
x
k1
, . . . , x

kp

)′
. On suppose que le vecteur des

totaux
tx =

∑
k∈U

xk

des p variables auxiliaires (X1, . . . , Xp) est connu.
Sous l'approche basée sur le modèle, on suppose que les valeurs de la variable d'intérêt

y sont les réalisations d'un modèle de superpopulation ξ dé�nit par

yk = x
′

kβ + εk

avec
β = (β1, . . . , βp)

′
,

Eξ(εk) = 0, varξ(εk) = σ2
k
et covξ(εk, εl) = 0.

Eξ, varξ et covξ représentent respectivement l'espérence, la variance et la covariance sous
le modèle.

Pour estimer le total ty d'une variable d'intérêt y, on considère la classe des estimateurs
linéaires qui peuvent s'écrire

t̂yw =
∑
k∈S

w
kS
y
k

où w
kS

sont des poids qui peuvent dépendre de l'échantillon.
Dans ce qui suit, nous allons considérer l'approche basée sur le plan et le modèle. Sous

cette approche, la précision d'un estimateur linéaire est mesurée en considérant l'Ecart
Quadratique Moyen anticipé dé�nit par

EQMpξ(t̂yw) = EpEξ(t̂yw − ty)2
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Ainsi, on peut montrer que l'EQM anticipé de l'estimateur linéaire t̂yw est donné par
(Nedyalkova et Tillé, 2008) :

EQMpξ(t̂yw) = Ep

(∑
k∈S

w
kS
x

′

k
β −

∑
k∈U

x
′

k
β

)2

+
∑
k∈U

σ2
k

[
varp(wkS

I
k
) + (R

kS
− 1)2

]
où I

k
= 1 pour k ∈ S et 0 sinon.

R
kS

= Ep(wkS
I
k
) =

Ep(wkS
I
k
| I

k
= 1)

d
k

avec d
k
= 1

π
k
. On note que R

kS
est égale à 1 quand l'estimateur linéaire est sans biais sous

le plan.

3 L'EQM anticipé des estimateurs par calage et d'HT

Un estimateur linéaire est dit calé sur les variables auxiliaires X1, . . . , Xp si et seule-
ment si ses poids w

kS
véri�ent ∑

k∈S

w
kS
x
k
=
∑
k∈U

x
k

On note que les équations de calage rendent l'estimateur par calage t̂
yC

sans biais sous le
modèle :

Eξ
(
t̂
yC
− ty

)
=
∑
k∈S

w
kS
x

′

k
β −

∑
k∈U

x
′

k
β = 0

Ainsi, l'EQM anticipé de l'estimateur par calage est donné par :

EQMpξ(t̂yC ) =
∑
k∈U

σ2
k

[
V
kS

d
k

+R2
kS
(d

k
− 1) + (R

kS
− 1)2

]
(1)

où V
kS

= varp(wkS
| I

k
= 1). Notons que l'expression (1) de EQMpξ(t̂yC ) permet de

mettre en évidence les deux critères dont dépend la précision de l'estimateur par calage
t̂
yC
. Le premier est celui correspondant au modèle de Superpopulation ξ à travers sa va-

riance résiduelle qui diminue quand la variable d'intérêt et les variables de calage sont
corrélées entre elles (réduction de la variance de t̂

yC
). Le second critère est représenté par

les rapports de poids R
kS

qui deviennent importants quand les poids de calage sont très
di�érents de ceux de sondage (augmentation du biais de t̂

yC
).

En ce qui concerne l'estimateur d'HT, son EQM anticipé est donné par :

EQMpξ(t̂yπ) =
∑
k∈U

∑
l∈U

(π
kl
− π

k
πl)dkx

′

k
βd

l
x

′

l
β +

∑
k∈U

σ2
k
d
k
(1− π

k
) (2)
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Comme l'expression (2) de l'EQM anticipé de t̂yπ dépend des probabilités π
kl
qui sont

généralement inconnues et di�ciles à calculer, une approximation de (2) peut être donnée
par

ẼQMpξ(t̂yπ) =
∑
k∈U

c
k
(d

k
x

′

k
β)2 − 1

h

(∑
k∈U

c
k
d
k
x

′

k
β

)2

+
∑
k∈U

σ2
k
d
k
(1− π

k
)

où h =
∑

k∈U ck avec ck = Nπ
k
(1− π

k
)/(N − 1).

4 Estimateur composite du total de la population

A�n de pouvoir tenir compte des avantages et inconvénients des deux estimateurs par
calage (t̂

yC
) et d'HT (t̂yπ), nous proposons d'estimer le total de la population en utilisant

l'estimateur composite suivant :

t̂
yComp

= θ̂t̂
yC

+ (1− θ̂)t̂yπ

où

θ̂ =
ÊQMpξ(t̂yC )

̂̃
EQMpξ(t̂yπ)

avec

ÊQMpξ(t̂yC ) =
∑
k∈s

d
k
σ̂2
k

[
(w

kS
− d

k
)2

d
k

+ R̂2
kS
(d

k
− 1) + (R̂

kS
− 1)2

]
R̂
kS

= (w
kS
/d

k
et

̂̃
EQMpξ(t̂yπ) =

∑
k∈s

c̃
k
(d

k
x

′

k
β)2 − 1

h̃

(∑
k∈s

c̃
k
d
k
x

′

k
β

)2

+
∑
k∈s

σ̂2
k
d
k
(d

k
− 1)

c̃
k
= n(1π

k
)/(n− 1) et h̃ =

∑
k∈s c̃k .

Ainsi, l'estimateur composite t̂
yComp

proposé permet de mettre à pro�t le gain en
précision obtenu en faisant recours au calage tout en restant robuste lorsque la perte en
terme du biais introduit dépasse la gain réalisé à travers la réduction de la variance. Une
étude des propriétés de cet estimateur sera présenté dans cette communication.
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